Sens de variations et convergence d’une suite numérique
|. Sens de variation d'une suite

Définition - Sens de variation d'une suite
Soit (un) une suite et k un entier.
« Lasuite (u,) est croissante a partir du rang k si, pour tout entiern > k, u, 11 = u,,.
« Lasuite (u,) est decroissante a partir du rang k si, pour tout entiern > k, U1 < u,, .
« Lasuite (u,) est monotone a partir du rang k si elle est soit croissante a partir du rang k, soit déecroissante a partir
du rang k.

« Lasuite (u,) est constante a partir du rang k si, pour tout entiern > k, u,,,; = u,

Remarques
« Comme pour les fonctions, si on remplace les inegalités larges par des inégalites strictes, on parle de suite strictement
croissante, strictement décroissante, ou strictement monotone.

« Il existe des suites qui ne sont pas monotones, comme la suite (u,,) définie par u,, = (—1)"



Propriété - Etude du signe de u,,,; — u,
Soit (u,) une suite.
« Siu,.1;—u, > 0,alors la suite est strictement croissante.

 Slu,,;; —u, <0, alors la suite est strictement déecroissante.

Exemple
Soit (u,,) la suite définie par uy = 5 et, pour toutn € N, u,,.; = u,, + n® + 1.
Pourtoutn € N,u,,, —u, =n®+1
Orn? > 0,donCu,; —u, >0

Donc la suite (u,,) est strictement croissante.



Propriétée - Comparaison entre uZ“ et 1
n

Soit (u,) une suite dont tous les termes sont strictement positifs.

e Sj uZ“ > 1 alors u,,,, > u, , donc la suite est strictement croissante.
n

- Uu 5 c 2 .
¢ Si Z“ < 1alorsu,,; <u,,donc lasuite est strictement décroissante.
n

Exemple
Soit (u,,) la suite définie, pour toutn € N paru,, =5 x 3"
Pour toutn € N, u,, > 0.

Upry DX I 5ix3IX3"

Uy 5x 3n 5x 3n

Donc =2+ > 1.

Un

Donc la suite (u,,) est strictement croissante.



Propriété - Sens de variation d'une suite arithmétique
Soit (u,) une suite arithmétique de raison r-.
« Sir > 0, alors la suite est strictement croissante.
« Sir < 0, alors la suite est strictement décroissante.

« Sir = 0, alors la suite est constante.

Démonstration
Pourtoutn € N, u,,,1 —u, =r
« Sir > 0,alorsu,,; —u, > 0, donc la suite est strictement croissante.
« Sir < 0,alorsu,,,; —u, <0, donc la suite est strictement decroissante.

« Sir=0,alorsu,,; —u, = 0, donc la suite est constante.



Propriété - Sens de variation d'une suite géometrique

Soit (u,,) une suite geomeétrique de raison g et de premier terme u, + 0.

Sig>1:
o Slugy > 0, alors la suite est strictement croissante.

o Sl uy < 0 la suite est strictement décroissante.

Sio<g<1:
o Sl uy > 0, alors la suite est strictement décroissante.

o Sl uy < 0 lasuite est strictement croissante.

Sig = 0ouq = 1,alors la suite est constante.

Sig < 0, alors la suite n'est pas monotone.

Démonstration (livre page 54)



Etudier les variations de la suite (u,,) définie pour tout n € N par :

27’l

a) u, =n?+n b) u, = ¢) u, = —3"

5n+1

a) Pourtoutn €N, u,.y —u, =+ 1D+ n+1)— (n*+n)
=n’+2n+1+n+1—-n°—n
=2n+2=2(n+1)

Donc u,,.; — u, > 0. La suite (u,) est strictement croissante.

on+1
Upt1 o STLT B 2n+1 5n+1 gy 2% 2N 57’L+1 _ E Wi
a) Pourtoutn € N, u, > 0 et un 2 R X i = taani X 5 = ¢ donc e 1.
5

La suite (u,,) est strictement croissante.
a) Pourtoutn €N, u,; —u, = -3"1 - (-3") =371 4+ 3" = 3 x3"+3"=(-3+1) x 3"

= —2 x 3" Donc u, .1 — u, < 0. La suite est strictement decroissante.



Exercices du livre Sésamath

Page 63

3n+2

70

¥4 soit (u ) la suite définie paru_=(n+ 1)°. m Soit (v) la suite définie par v =

1. Exprimer la différence u, ., — u, en fonction de n. ntl

v
1. Exprimer —/——en fonction de n.
2. En déduire le sens de variation de la suite (u ). v,

2. En déduire le sens de variation de la suite (1@).

Page 67
7 . . rpLr e . =

En étudiant le signede u_,, —u_, étudier les variations Sno't (,) la suite definie pour tout entier n = 1 par

. et 2
des suites (u ), définies pour toutn € N. u =—.

n
=n’+2 u
alu,=n 4 1 1. Calculer 2,
PV N 2n
n+ : . :
n 2.Résoudre l'inéquation —— >1

c) u,= -5 n+1

3. En déduire les variations de la suite (un).
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Page 67

En étudiant le signede u_,, —u_, étudier les variations
des suites (u ), définies pour toutn € N,

a)un=n2+2n

b)unzi
n+1
cu, =-5"

m Etudier les variations des suites ci-dessous.

a) (u ) est une suite arithmétique de raison 2 et de premier
terme u, =-3.

b) (v ) est définie parv, =2 et, pourtoutneN,v_ . =v -5,

Soit (u ) la suite définie pour tout entier n = 1 par
2!’1
e

u

n

u
1. Calculer L,
u

n

2. Résoudre l'inéquation 2—n>1
n+1

3. En déduire les variations de la suite (u ).

m Déterminer le sens de variation des suites suivantes.
a) (u ) est une suite géométrique de raison 2 et de premier
terme u, = 3.

b) (v ) est définie parv,=-2et, pourtoutneN, v, =05xv,.

n+1



Il. Notion de limite d’une suite

Définition — Suite ayant pour limite un nombre reel

Une suite (u,,) a pour limite [ quand n tend vers +oo, si les termes u,, de viennent tous aussi proches de [ que I’on

veut en prenant n suffisamment grand.

On dit que (u,) converge vers [ eton note lim u, =1

n—+oo
Exemples
Ay Jk)l
5+ >t
M + T T T X
3T + | 1
-10 1 2 3 4 5 6 7
2+—+ -t T
+
L -2+ +
x + T T
| > =3+
10 1 2 3 4 5 6 7
=1 =4
(1) On observe que les termes successifs de (u,,) (2) On observe que les termes successifs de (u,,)
semblent se rapprocher de 4, donc on peut penser que semblent se rapprocher de —2, donc on peut penser
lim u, = 4. que lim u, = —2.
n—+oo

n—>+oo



Définition — Suite ayant pour limite 4o
Une suite (u,,) a pour limite quand n tend vers si les termes u,, deviennent tous aussi grands que

I'on veut en prenant n suffisamment grand.

On dit que (u,,) diverge et on note lier U, = +o0
n—->+00

Exemple

On observe que les termes successifs de (u,,) sont de plus en plus grands. 61

Donc on peut penser que lim u, = +o 5T
n—+oo

——




Définition — Suite ayant pour limite —co

Une suite (u,) a pour limite —oo quand n tend vers +oo, si les termes u,, deviennent tous aussi grand

« négativement » que I'on veut en prenant n suffisamment grand.

On dit que (u,,) diverge eton note lim u, = —

n—-+oo

Exemple
. | Ay

On observe que les termes successifs de (u,,) sont de plus en plus petits. 11 0
-1

Donc on peut penser que lim u, = —oo.

n—>4oo _2+

_3--
=1
=h—1
_6——




Remarque
Certaines suites n'ont pas de limite.
Dans ce cas, on dit que la suite diverge.

Diverger signifie « ne pas converger ».

Exemple
Soit la suite (u,,) définie par u,, = (—1)".
Les termes ne deviennent ni de plus en plus grands ni de plus en petits, ni se rapprochent de plus un plus d'un

réel. u,, prend alternativement les valeurs -1 et 1. Ay

|| I E I |
10 1 2 3 4 5 6 7 8




Exercice resolu 9 page 63 - Conjecturer une limite
Pour chaque question, on donne un tableau de valeurs de la suite.
Conjecturer la limite de la suite, si elle existe.

a) ____
U

2,5 2,98 2,997 2,9999

b) ____ 1000 10000

Soluti ~100 —10000 —1000000 —100 000 000
olution

a) Quand n prend des valeurs de plus en plus grandes, les termes u,, se rapprochent de la valeur 3.

Donc on conjecture que lim u,, = 3.
n—+oo

b) Quand n prend des valeurs de plus en plus grandes, les termes v,, prennent des valeurs de plus en plus

grandes négatives.

Donc on conjecture que lim v, = —o.
n—+oo

Remarque
Une conjecture est une supposition que l'on fait, mais que I'on ne demontre pas.
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m On donne un tableau de valeurs de la suite.
Conjecturer la limite de la suite, si elle existe.

n 1 10 100 1000 10 000
v 4

i 1600 24000 4 800 000

1520 000 000

c) Ay

Page 63
El On donne un tableau de valeurs de la suite.
Conjecturer la limite de la suite, si elle existe.
n 1 10 100 1000 10 000
u -55 -51 - 5,01 - 5,005 -5,0001
Page 67
m Conjecturer, si elle existe, |a limite des suites ci-dessous. " V
a) Ay X 10+
N EEEREEEEEEN
=14 8+
-2+ 7+
STt il
4t t + 4+ 4+ j i
3__
2_._
1+
_=1 0
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Page 67

m Conjecturer, si elle existe, la limite des suites dont
certaines valeurs sont données ci-dessous.

a)u, =-1,u,,=-20, U, ,,, = ~4 000, U, = -5 000
b)v,=3,v,,=-2,V,00=3,V,000 = =2, V; 500 = 3
Aw,=-1,w,,=-195w,,,=-198 w, ., =-199

m A l'aide de la calculatrice, conjecturer la limite des
suites suivantes, si elle existe.
a) (u ) définie, pour toutn € N, paru_=-n

b) (v ) définie, pour toutn € N, pary = (l) _5
mo\2

c) (w ) définie, pourtoutn € N, parw = ; al 21
n —_

m Conjecturer la limite des suites ci-dessous.
a) la suite (u ) definie pour toutn € N paru_=n

. s . 1
b) la suite (v ) definie pour tout entiern =1 parv, =—
n

@ Soit (u)) la suite définie, pour tout n € N, par
u,=3n+2.

1. Etudier les variations de la suite (u ).

2. Conjecturer la limite de la suite (u ).

3. Déterminer le premier entier n tel que u_ =5 000.



